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Mathématiques
Planche N°A11

Ce sujet est composé de deux exercices.
Le candidat doit les traiter tous les deux puis les exposer dans [’ordre de son choix.

Exercice 1

Dans cet exercice, on ne soulévera pas de difficulté quant & I'existence et & la manipulation des sommes doubles.
Soient X et Y deux variables aléatoires sur le méme espace probabilisé & valeurs dans N.
On écrit que X << Y si pour tout n € N, P(X > n) < P(Y > n).
1. (a) Montrer que si X <Y presque strement alors X <<Y.
(b) Soient r et s des entiers naturels et p €]0,1[. Montrer que si X suit la loi binomiale B(r,p) et Y la loi binomiale
B(s,p) avec r < s alors X <<Y.

2. On suppose que X << Y, avec X et Y indépendantes.

—+o0
(a) Montrer que P(X <Y) > ZIP’(X =n)P(X > n) puis que :
n=0

+oo too k
Y PX=nP(X>n)=) PX=k) <Z P(X = n)>
n=0 k=0

n=0
+o0 400 +oo n
(b) Justifier que » P(X =n) (Z P(X = k;)) +Y P(X =n) (Z P(X = k;)) > 1.
n=0 k=n n=0 k=0

1
En conclure que P(X <Y) > 7

3. On suppose encore que X << Y et que E(X) et E(Y) existent.

400
Montrer que E(Y) = Z]P’(Y > n). En déduire que E(X) < E(Y).
n=1

Exercice 2
Soit, E un espace vectoriel de dimension n. Soient u et v deux endomorphismes de E.

1. Montrer que si u o v est un automorphisme alors v o u aussi.

2. Montrer que si z € Ker(v o u — Id) alors u(x) € Ker(u o v — Id).

3. On suppose que u o v — Id est un automorphisme.
(a) Déduire de la question 2 que v o u — Id est un automorphisme.
(b) Montrer que : (vou—1Id)~' =wvo (uov —Id)"tou—Id.

4. Montrer a ’aide des questions précédentes que, pour tout A € R, si wov — Ald est un automorphisme, alors vou — Ald
aussi. Que peut-on en déduire ?
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Exercice 1
Soit f une fonction définie sur [0,1] & valeurs dans R et de classe C* sur [0, 1].

1
Pour tout entier n € N, on pose : u, = / 2" f(x)dx
0

1. Montrer que la suite (un)n>0 converge, puis déterminer sa limite.
2. On suppose que f(1) # 0. Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

3. On suppose que f(1) = 0. Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 2

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, P(Q2), P).
Si A est une partie de €, on note 14 la fonction indicatrice de A, c¢’est-a-dire 'application définie par :

lsiwe A

Yw € 1, ]1A(w):{

0 sinon

Soient X et Y deux variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2 et « €]0, 1[.
1. Montrer que E(XY") existe.
2. En utilisant 'application f définie sur R par f(t) = E((tX +Y)?),
montrer que :
[E(XY)] < VE(X?)E(Y?)
Dans la suite, on suppose que X () € RY.
3. Montrer que E(Xﬂ[x<a]]<:(x)]) < a E(X).
4. Montrer que E(X]l[x>a]E (X)] ) < VE(X?2)/P(X > a E(X)).
(1 = aP(E(X))?
E(X?)

5. En déduire que P(X > a E(X)) >
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